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Die Lameschen Funktionen, ursprünglich von 
Lame zur Behandlung eines Problems der Wärme- 
leitung eingeführt, haben sich allmählich ein tiefer 
gehendes, rein funktionentheoretisches Interesse zu 
verschaffen gewusst, als es ihrem Ursprunge nach 
sich erwarten liess. Um so naheliegender schien es, 
die Betrachtungen, welche sich bisher stets auf reelle 
Werte der auftretenden Parameter 5b und e — diese 
bezeichneten bei Lame zwei der Achsen eines Ellip- 
solides — beschränkt hatten, auf komplexe Werte der- 
selben auszudehnen, da ja die funktionentheoretische 
Betrachtung nicht mehr eine Grenze zwischen diesen 
Werten zieht. Es war nun an sich klar, dass im 
allgemeinen die Betrachtungen und Sätze, die sich 
bisher auf die Lameschen Funktionen mit reellen 
Parametern bezogen, bei dieser Erweiterung keine 
wesentlichen Änderungen erleiden würden, sonach ist 
hierauf in der vorliegenden Arbeit nur kurz ein- 
gegangen. Dagegen beziehen sich die nachfolgenden 
Untersuchungen auf eine bei dieser Erweiterung auf- 
tretende Lücke in der Theorie, welche sich zeigt, 
wenn man die Anzahl dieser Funktionen — sowohl 
der gewöhnlichen, als auch der höherer Ordnung — 
erhalten wissen will. Die Arbeit schliesst sich im 
übrigen vollkommen an Heines „Handbuch der 
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Faktoren Yu?—b:, yYu?—c}, Y(u?=—53) (u) nt: 


halten. Es ergiebt sich, dass, wenn wir: o —, oder — 


setzen, o+1 Funktionen K(u), je n—o Funktionen 
L(u) und M(u), endlich o Funktionen N{u) existieren, 
indem v in diesen 4 Fällen einer algebraischen Glei- 
chung von den resp. Graden: o-+1, n—o, n—0, 0.ge- 
nügt. (Über diese Gleichungen siehe Heine: 8. 362 
bis 368.) Die verschiedenen Wurzeln v der vier alge- 
braischen Gleichungen liefern uns also 2» +1 Funk- 
tionen E(u), derart, dass: (u). E(v) ein Integral der 
partiellen Differentialgleichung 1) ist. Es fragt sich, 
ob diese 2» +1 Funktionen EZ, (u) oder, was dasselbe 
ist, die 22 +1 Wurzeln v der vier algebraischen Glei- 
chungen von einander verschieden sind. Solange 
b und ec allgemein bleiben, d. h. solange zwischen 
ihnen nicht eine ganz bestimmte Relation besteht, 
sind in der That alle Wurzeln von einander ver- 
schieden, denn für b=0 sind sie noch alle verschieden, 
sie gehen dann in die Kugelfunktionen einer Variabeln 
über. Speciell weist Heine (8. 374—375) nach, dass 
für alle reellen Wertepaare b, c, welche von ihm allein 
behandelt werden, sämtliche Wurzeln v einer jeden 
algebraischen Gleichung reell und von einander ver- 
schieden sind. - | 

Dagegen kann es für komplexe Werte von b 
und c, welche hier näher untersucht werden sollen, 
eintreten, dass die algebraische Gleichung für v eine 


mehrfache Wurzel besitzt — wenn nämlich 5 und e 
so gewählt werden, dass die Diskriminante der Glei- 
chung verschwindet —, so dass dann auch 2 Funk- 


tionen E(u) zusammenfallen und nicht mehr die not- 
wendige Anzahl von 2»-+1 Funktionen E(u). E@) 
vorliegt. Es wird sich also in diesem Falle darum 
handeln, wie diese Lücke auszufüllen, d. h. wie für 
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die ausfallenden Funktionen E(u) ein Ersatz zu be- 
schaffen ist, derart, dass wieder 2»--1 Integrale 
von 1) vorhanden sind. 

Da man bisher b und ce stets als reell angesehen 
hat, so empfand man diese Lücke in der Theorie 
nicht. Die Lücke an sich ist nun leicht auszufüllen; 
doch bietet es auch ein Interesse, die Einwirkung der 
auftretenden Specialfälle auf die bestehenden Ent- 
wicklungen nach Lameschen Funktionen zu ver- 
folgen, und dieses ist ein Hauptzweck der Arbeit. 

Vergegenwärtigen wir uns kurz die Aufgabe: 
Die von den Specialwerten von b und ce völlig unab- 
hängige. Differentialgleichung 1) besitzt 22-1 ganze, 


linear unabhängige Funktionen von u, v, Yu?—b°, ... als 
partikuläre Integrale. Versucht man, diese in der 
Form: E(u). E(v) anzusetzen, so ergiebt sich für (x) 
die lineare Differentialgleichung 2). Liefert diese 
(für verschiedene Werte von v) nicht 2n-+1 linear 
unabhängige Integrale, so lassen sich eben nicht alle 
Integrale von 1) in der obigen Produktform annehmen, 
während allerdings ihre Anzahl 22-+1 erhalten bleiben 
muss. Dieser Gesichtspunkt wird uns im folgenden 
leiten. | 

Es wird dazu nötig sein, in Kürze einige alge- 
braische Untersuchungen zu berühren. 


S 2. Algebraische Untersuchungen. 

Wenn es sich um ein Problem handelt, dessen 
Auflösung auf die Bestimmung der Wurzeln einer 
irreduktibeln, algebraischen Gleichung f(s) =0 zurück- 
kommt, so ist es oft von Wichtigkeit, über die Ver- 
schiedenheit oder etwaige Gleichheit ihrer Wurzeln 
Näheres aussagen zu können, weil im Falle des 
Gleichwerdens mehrerer Wurzeln Ausnahmefälle des 
behandelten Problems eintreten können, welche zu 
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specielleren Untersuchungen Anlass geben. Ich er- 
innere an die Behandlung der linearen, homogenen 
Differentialgleichungen mit konstanten Koefficienten, 
welcher man durch eine Exponentialfunktion: y=e°”“ 
zu genügen sucht, an die Bedeutung der determi- 
nierenden Fundamentalgleichung in der allgemeinen 
Theorie der linearen homogenen Differentialgleichun- 
gen etc. Da ist es denn von Wichtigkeit, den Über- 
gang von den getrennten zu den zusammenfallenden 
Wurzeln in bequemer und zugleich strenger Weise 
ausführen zu können. Das Zusammenfallen von 
Wurzeln wird herbeigeführt durch das Verschwinden 
gewisser Funktionen der Koefficienten der vorgelegten 
Gleichung; in welcher Weise wir nun diese Funktionen. 
zum Verschwinden bringen wollen, steht ganz in 
unserem Belieben, wenn nur zum Schluss die Ko- 
efficienten die vorgeschriebenen Werte haben. Ganz 
allgemein würden wir die Abhängigkeit der u Wurzeln 
S 5...8u der Gleichung: 
ee RE + &% 

in ihrer Abhängigkeit von den verschiedenen Funk- 
tionen der Koefficienten, welche durch ıhr Ver- 
schwinden diese u Wurzeln. zum Zusammenfallen 
bringen, zu betrachten haben; das lässt sich aber 
allgemein nicht ausführen. 

Es genügt nun häufig, zunächst die Wurzeln 
um unendlich wenig von einander verschieden an- 
zunehmen und dann unter Vernachlässigung unend- 
lich kleiner Grössen höherer Ordnung zur Grenze 
überzugehen. Man setzt dann etwa: 

Se ‚su —=60-+ du 

Aber dies kann man nicht als einen strengen 
Grenzübergang bezeichnen; denn man weiss nicht 
von vornherein, ob man über die Art des Unendlich- 
kleinwerdens der Grössen d, d, ... du beliebige Voraus- 
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setzungen machen kann, und nimmt nur gewöhnlich 
die Ordnung dieses Unendlichkleinwerdens für alle 
Grössen. d; als dieselbean. Welche Unbestimmtheiten 
jedoch hiebei auftreten können, ergiebt sich aus einem 
Beispiel: Es handle sich darum, wie aus den u ge- 
gebenen Integralen einer linearen, homogenen Diffe- 
rentialgleichung neue gebildet werden können, wenn 
dieselben zusammenfallen, also die determinierende 
Fundamentalgleichung u gleiche Wurzeln besitzt. 


Die u vorgelegten Integrale mögen die Form- 


haben: 


wenn die og, Wurzeln der Fundamentalgleichung: 
ff) = 09 sind. Sollen dieselben einander gleich 
werden, so setzt man: 


0, — o-+0, 19.2 be 


Dann wird: 


vv 
Q ‚ f v di” u v 
— « >: 9,0). +4, > 9 He). 1791-28 eo) 4+... 
(v) (v) 


==) 
di” 
4 slogx+ „,[loge]’+ Au | 
di? 
=> tm Arm 5 RR 
Dabei ist: 
oON k 0 fl v 
nen EDIACEZUHE, ‚log. > 9 DIEB TE AH 
(w) () 


+2) .[logel*. > 4°). La 
(e) 
Jedes neue Integral, welches aus den u gebildet 
werden kann, hat also die Form: 
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VE, Vu D—l DER 
al... I dt ae Sad Era 
| VER 


Bestimmt man nun die d, so, dass 
ZU 
>a=z0, Damen 
‘—=1 (Ü) (%) 
%<-) 
so ıst 
0 


4 u ee Da. , 2 NER a, 


k+1 


ie sagt nun: Dad," gegen 0 verschwindet, 


so auch Ydd, gegen: 200; also kann man nach 
Absonderung des Faktors: za, 6, — 0 setzen und. 
erhält dann: | | 
= Su 0 

Nun ist aber jene Behauptung nicht erwiesen 
und bei der Unbestimmtheit des ganzen Grenzüber- 
gangs auch gar nicht zu erweisen. Es wäre vielmehr 
denkbar, dass, da man über die d, zunächst gar nichts 


aussagen kann, gerade in der Summe: Yd,d“ sich alle 
Terme, die von niederer Ordnung verschwinden, fort- 
heben und nur solche übrig bleiben, die von höherer 
Dimension als Yd,0”"" verschwinden. 


Von dieser Unbestimmtheit und Willkürlichkeit, 
' welche diese Methode enthält, macht man sich nun 
leicht frei, wenn man einen streng analytisch formu- 
lierten Grenzübergang ausführt, der keinem Bedenken 
mehr unterworfen ist, und ein solcher ist es, der hier 
gezeigt werden soll. | | 

Es handelt sich nämlich darum, das Zusammen- 
fallen der u Wurzeln von dem Verschwinden einer be- 
stimmten Funktion der Koeffieienten abhängig zu 
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machen, da ja die Behandlung der algebraischen 
Funktionen einer Variabeln leicht ist. Es gilt nun 
der bekannte 

Satz: Wenn c, den letzten Koefficienten der 
Gleichung und 4 ihre Diskriminante bezeichnet, und 
es besteht das Gleichungssystem: 
EREN, ae 


u Tan en 


so besitzt die vorgelegte Gleichung eine @-+-lfache 
Wurzel oder allgemeiner: v, @%,—+-lfache, »v, @s+Ifache..., 
v, i„+lfache Wurzeln, wobei: 


„u tT%u tt... +, =! ist. 

Die verschiedenen Fälle, welche hienach eın- 
treten können, erklären sich dadurch, dass bei Ad- 
junktion der Gleichungen: 

RT dis: 

AR 
die Diskriminante zerfällt und durch das Verschwinden 
ihrer verschiedenen irreduktibeln Faktoren die ver- 
schiedenen Specialfälle herbeiführt. Vermehrt werden 
diese Specialfälle noch dadurch, dass auch einige der 
übrigen Gleichungen reduktibel werden. 

Es bieten sich also die Diskriminante und ihre 
Ableitungen als diejenigen Funktionen der Koefficienten 
dar, von deren Verschwinden das Zusammenfallen 
mehrerer Wurzeln der Gleichung abhängig gemacht 
werden kann. | nr 

Im allgemeinen ist es nun um den Grenzüber- 
gang nur von einer Funktion der Koefficienten ab- 
hängig zu machen, bequem, so zu verfahren: 

Wir setzen: 


EWEn; 7 
SEAN et 7 m, d' 
A MAI, € 9 = = E y ver oe. $) Ser Fe Bee b) 
de 4u—2 
n +’ 


0 (k = 1,2,..7—1) 
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oder statt der linken Seiten ihre betreffenden, ver- 
schwindenden Faktoren, d. h. wir lassen diese Funk- 
tionen der Koefficienten wie die Potenzen einer einzigen 
Funktion der Koefficienten verschwinden. Da nun 
die «u Wurzeln der Gleichung die Gestalt haben: 


Be (= 12) 
so werden dieselben nach Potenzen von & in der Form 


entwickeln können: 


Il, el ) : g: 

pr +2) ir, Oi En e 
So. Mar rer)e oe, 

Die Grössen mym, ...m,_, sind nun ganz will- 

kürlich, wir bestimmen sie, sowie eine neue Grösse 


m, so dass 
mo u 

Es sind dies ıı Gleichungen mit u Unbestimmten. 
Dass die Grössen m, diesen Gleichungen gemäss stets 
bestimmt werden können, ist klar, falls nicht einige 
Gleichungen sich widersprechen. Wir können sogar 
zeigen, dass, solange nicht noch besondere Special- 
fälle eintreten, von vornherein 


Grm... Mn, 


9,(mamy ... m, en 


bei beliebiger Wahl der m, ist. 


Benutzen wir nämlich die Gleichungen: 


d“d m, 
RES woeae Kein u—2) 
n 
zur. Berechnung von ce, € C durch: e 


; ne n-#+1? 
... 6, 6G.und & mader Porn: | 
v v. 
eur talne, 
(k = n, n—1,.... n—u4?3), 
so nimmt unsere Gleichung die Form an: 
X“ X E 
HMO ee... 


oder da für e = 0 u Wurzeln zusammenfallen: 
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ef 


A SB; (s—0o) +E" >e;.(&-0) +€” D er rt....—0 


Gen 2 0ER OL, 


Hieraus lassen sich die u Zweige: s —o nach 


. . . 744 3 
Potenzen & entwickeln, die mit derselben Potenz: m 
beginnen, solange nicht &%' = 0 ist, wie sich aus 


der Puiseuxschen Theorie der algebraischen Funktionen 
ergiebt. Dass nun c,' nicht identisch verschwindet, 
zeigt etwa die Gleichung 4. Grades, wovon man sich 
leicht durch Rechnung überzeugt. Schliessen wir also 
diesen Fall aus, so sind die Entwicklungen in der 
angegebenen Art möglich. 


Im übrigen liegt nichts Wesentliches daran, 
dass die Entwicklungen von s —o mit derselben Po- 
tenz €" beginnen; es vereinfacht diese Annahme nur 
die Formeln, welche den Grenzübergang vermitteln, 
ohne dass dieser selbst dadurch seine Strenge ein- 
büsste. 

Wir können nun also sagen: Die «u Wurzeln 
$1, $2,...s,lassen sich in die Form bringen: 

EMO HNTER N) oe, 
Na 0 N RT; 
sie unterscheiden sich also nur durch den 
Koefficienten A, von e”, der für e = (0 nicht 
verschwindet. Mit dieser Form der Wurzeln lässt 
sich nun der Grenzübergang für e = 0 in strenger 
Weise ausführen, wie unser obiges Beispiel zeigt. 

Es wird jetzt nämlich: 

IF 
y= > a, an, Dat ds+ UP 4 In line 


i=1 = 
Dabei ist: | 


12 


Also wird: 
' ' m A; 
IE > day Ddtn.s Ber N2.8 da; +. 


Bestimmt man nun die d, dem Gleichungssystem 


gemäss: 


a—0 Kae —0,...., da —=0 kan) 
a! (2) 
so ist: 
gkm k+1 
er 
k+1 
Dabei lassen sich die d, so bestimmen, dass: 
A) 
> 44% =), 
reg | 


Denn betrachten wir das Gleichungssystem: 


did + ..:.: 4, 
dA +bA-+ ...:. em ze) 
AA: mA he... AuA ne 
HArHG A 0. +4,A, 
AHA... A 
KARO Ar- +d,„4 = En 


wobeidieB,, B_.,,... B, zunächst ganz unbestinmk 
sind, so inhea sich e d. stets hieraus berechnen, 


falls die lineare Relation: 


re Be +0,.B,=9 
besteht: Diese Gleichung lässt sich aber stets für 


B, == 0 erfüllen;.denn mindestens C, ist von Null 


verschieden, da nicht A = A, sein kann, solange 
nicht & = 0, also 4 —=.0, ish  Sonach Pe 


RAR C©,_, verschwinden, die 


selbst wenn ( u 


i k+1? 
Relation: 


aus der sich :B, als von Null verschieden bestimmen 
lässt. Somit sind 9» m --. 9._, die neuen Integrale. 

Es zeigt dieses Beispiel, in welcher Weise der 
Grenzübergang streng ausgeführt werden kann; es 
zeigt uns aber noch mehr, und deshalb haben wir es 
so ausführlich durchgerechnet. In derselben Weise, 
wie hier an Stelle der zusammenfallenden Funktionen: 
9(&,0,) die Ableitungen nach dem Parameter og auf- 
treten, wird sich, wie man nunmehr schon übersieht, 
atıch die Betrachtung für die Lameschen Funktionen 
gestalten, da auch dort die verschiedenen Funktionen 
durch die verschiedenen Werte eines einzigen Para- 
meters, der einer algebraischen Gleichung genügt, 
charakterisiert sind. 


$ 3. Behandlung des Falls einer Doppelwurzel. 


Nur für u = 2 wollen wir die Rechnung genauer 
und auf etwas andere Art durchführen, da sie uns zu 
einem einfachen Resultate führt, welches die allge- 
meine Methode noch nicht direkt liefert. 

‘Es handelt sich darum, den Zusammenhang der 
beiden Wurzeln s, und s, einer algebraischen Gleichung, 
welche bei verschwindender Diskriminante / zusammen- 
fallen, und ihre Abhängigkeit von 4 zu untersuchen. 
Zu dem Zweck führen wir 4 als Parameter in die 
Gleichung ein und betrachten s nun als Funktion 
dieses Parameters; dabei ist es zweckmässig, den 
letzten Koefficienten der Gleichung durch 4 zu er- 
setzen. Die vorgelegte Gleichung laute: 


ee a 
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Ihre :Koeffieienten: 6, »..0, ,,:% seien ganz 
willkürliche, nur machen wir folgende Voraus- 
setzungen: x und / seien von 0 verschieden, und 
es sei ferner nicht möglich, x so zu bestimmen, dass 
mehr als 2 Wurzeln oder mehrere Paare von 2 Wurzeln 
der Gleichung zusammenfallen, da dies nur infolge 
einer speciellen Voraussetzung über die Koeflicienten 


CC, 2... C,_, stattfinden könnte. 


Man kann nun die Wurzeln s,s,...s, als alge- 
braische Funktionen von x betrachten, welche ausser- 
dem noch die Unbestimmten 46 ...c,_, enthalten. 
Die Diskriminante 7 ist eine ganze, rationale Funktion 


vn. R 
1 (Bee 
Hierdurch ist x als algebraische Funktion von 
4 definirt und besitzt als solche n—1 konjugierte 
Zweige, da 4 in Bezug auf x vom Grade n—1 ist. 


Denn setzen wir: 
FIRST" HR Das" +..+6,_ —nls—0,)(8--9)...(s—0,_,) 
so 1st: 


4=10).f0).. fo) = H@+ast"+...+e 84%) 


Führt man nun, um s als Funktion von / zu 
betrachten, 4 für x als Parameter in die Gleichung 
ein, so bildet man, um zu einer neuen Gleichung mit 
rationalen Koefficienten zu gelangen, die den n—1l 
Zweigen #',2", ...z@-1) entsprechenden Ausdrücke f (s) 
und multipliziert sie mit einander. Setzen wir: 


Ms in. ‚te, sa" Were 
so ist: 
Fo) = fo). Ro...) = 0 
eine Gleichung n (n—1)!® Grades in s mit Koefficienten, 


welche in 4,cı...e,_, rational sind. Ein Faktor der- 
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selben, etwa /,(s), wird nichts anderes sein als das 
ursprüngliche f(s); die übrigen sind dazu konjugiert. 

Es handelt sich nun darum, s als Funktion 
von J, und zwar in der Umgebung von 4 = 0, zu 
betrachten, und zwar jene beiden Zweige s, und s,, 
welche für 7 = 0 zusammenfallen und den Wert o 
annehmen. Können noch mehr Zweige der n (n—1) 
wertigen Funktion s von J für 1 = 0 den Wert o 
annehmen? Nein, Denn es können allgemein nicht 
zwei jener n—I1 Gleichungen: 

f,.(s) = WERDELR—L) 

gleiche Wurzeln besitzen. Wäre nämlich gleichzeitig: 

Kids 0n und: (oe) =, so auch: 

()-1,(0) = a0 — 0; 
d.h. 2 Zweige der algebraischen Funktion x von 4 
müssen für 7 = 0 zusammenfallen. Dies kann aber 
nur dann eintreten, wenn ./ einen Linearfaktor 2—x® 
doppelt enthält. Nach dem Öbigen bedeutet dies: 
Baer... 0 a0 0 0e 
fo) = fa) . 

D. h.: Wählen wir: z —= 2® — z®, so verschwindet 
für: s=o, und s=o, nicht nur: f (s), sondern auch: 
f(s). Dann enthält aber f(s) die Faktoren: 


(s—0,)® und: (s—o)? 
oder, wenn o, — o, ist, den Faktor: 
3 
(s—0,) J 
was wir oben ausgeschlossen haben. 
Für 4 = 0 werden daher nur. zwei Zweige 


s, und s, in den Wert o zusammenfallen; da aber alle 
Gleichungen: 
Ma, Q 1a) 
dieselbe Diskriminante 7 besitzen, so hat die Gleichung: 
F (s) it) 


16 


n—1 Paare von je zwei zusammenfallenden Wurzeln, 
und nicht mehr. Wir können leicht die Diskriminante 
A von F'(s) aufstellen. Sind d, und od, die Diskrimi- 
nanten von: | 
aß) =09 und 2) —=d, 
so ist d, die Diskriminante von: p(s) = 9,(S).% (8) =, 
6 = dd, R’kp Pr) 

wo R(g1,9.) die Resultante von g,(s) und (s) ha, 
zeichnet. 

Also wird: 

Ba ee 9) — De 2 
1:Kk—=L, 2, went 

wo D die Diskriminante der Gleichung für z: 
R(a, +... , 2) = 4 ., also von 0 verschieden ist. 

Wir erhalten somit eine algebraische Gleichung: 

HD | / 

welche in A,a&... Ola rationale Koefficienten besitzt 
und für 4 = O0 zwei in den Wert o zusammenfallende 
Zweige liefert. Dann lassen sich aber: ,—o und 
s—o nach funktionentheoretischen Sätzen in einer 
der beiden Formen entwickeln: 


1) s—0o—=+Y 4 .B(+ VA) s—0—=4B,(I) 
—0= — 4 .B-VA) 90=4Bu(d) 
Wir wollen untersuchen, welcher Fall hier ein- 
trıtt. Es ist: 
n—1 n—2 
aa... ee Ta 2 ed, 


wobei 9,9, ...g,_, rationale Funktionen von ce, &...e 
sind. Ferner: 


i=n—1 


oder: 2) 


Bl 


Ps) > A PATE, een 
ee san us a +, ee ee 0 
wobei: d4,d, =... a. rationale Funktionen allein 
von C&%...c,_, Sind, und erst der letzte Koefficient, 


d. h. das konstante Glied: 


17 


a 
von J abhängig ist. Oder: 
Bisy za Ss eo er nel. — 0 
Für 4 — 0 besitzt nun F(s) den Doppelfaktor: 
(s—0)’; also ist: 
BOY = Ks oa eo er u Bee. 
+ om-nay+ 0.4 = 0 
Dann lassen sich aber: s—o und ,—o nur in 
der Art, wie es Fall 1) angiebt, entwickeln: 
| s—0 = RE a Dr 
0 VAT AZ AYTL.... 
Die übrigen n—2 Zweige, welche zu f(s) ge- 
hören, haben dagegen die Entwicklung: 
0, AB.) ar nn) 
Die Koefficienten der Entwicklung hängen nur 
von G4&...6,_, ab. Ziehen wir noch die geraden 
Potenzen von y_4 einerseits und die ungeraden anderer- 
seits zusammen, so wird: 
Ss = a-+ß.yAd 
5 — a—P.yd 
« und % sind dabei algebraische Funktionen von 
CC ...C,_,%, Welche sich in Potenzreihen nach ganzen 
Potenzen von 4 entwickeln lassen, deren Koefficienten 
nur von 4% ...c,_, abhängig sind. 


ee Res, m) 


Als Voraussetzungen dieses Resultats waren die 
beiden folgenden gemacht: 


1. Es sollte nicht von vornherein x —= 0 sein. 

Ist nun: x = 0, so muss c,_, =# O sein, weil sonst 
s = 0 eine Doppelwurzel der Gleichung: fls) = 0, 
und sonach # — 0 wäre. Dividieren wir also: ff(s) 


durch s, so erhalten wir eine Gleichung, deren con- 
stanter Term nicht verschwindet, für die also unser 
Satz gilt: 
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Ks) =is.a) se Arası ade N 


Also: a 
Nun lassen sich ss, und s, als Wurzeln von: 
g9(s) = 0 in der Form entwickeln: 
10% years ee 
ma Ser aleo- a 
IN diree 4, 5 are, Y4; ’ 


wobei nun «@ und ß sich in Potenzreihen nach ganzen 
Potenzen von 4; entwickeln lassen, die nur von den 
n—2 ersten Koeflicienten: 4% ....c,., abhängen, 
Diese Beschränkung*(z =]- 0) können wir also aufheben. 

2. Es soll x nicht so gewählt werden können, 
dass mehr als 2 gleiche Wurzeln s auftreten, dass 
also 3 gleiche Wurzeln oder 2 Paare von 2 an 
Wurzeln existieren. 

Somit können wir den folgenden Satz aussprechen: 


Falls in einer algebraischen Gleichung: 
fJ)=estas +... to steel 

mit nicht verschwindender Diskriminante 4, 

wenn man c, so bestimmt, dass 4/ verschwin- 

det, nur die beiden Wurzeln s, und s, in den 

Wert o zusammenfallen, und nicht mehr, so 


lassen sich dieselben in der Umgebung von 
A = 0 in der Gestalt: 


ss =ae+Pp.yA 
5 = re VA 
darstellen, wobei@ und $ sich in Potenzreihen 


nach ganzen Potenzen von fentwickeln lassen, 
deren Koefficienten nur von 5% ...6, _.(tesp. 


wenn ec = ist, nur bisc, ,) abhängen. Die 
übrigen Wurzeln s haben die Gestalt: 
9:70, Ve REN 


wobei die « dieselbe Eigenschaft wie « und 
besitzen. — Die beiden Wurzeln s, und s, nehmen 
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also unter den Wurzeln der Gleichung eine Aus- 
nahmestellung ein. 

Dieses sind die algebraischen Betrachtungen, 
welche in der Folge Anwendung finden werden. 


$ 4. Anwendung auf die Lameschen Funktionen. 


Zunächst wollen wir zeigen, dass wir uns für 
die hier in Betracht kommenden Lameschen Funk- 
tionen auf den Fall u —= 2 beschränken können; 
es können nicht mehr als zwei Funktionen Eu), 
wenigstens für allgemeines 2, zusammenfallen. Damit 
nämlich zwei Funktionen zusammenfallen, muss der 

2 
Quotient . eine algebraische Gleichung befriedigen, 
kann also nur eine endliche Anzahl von Werten 
haben; für einen von diesen müsste also noch eine 
dritte Funktion #,(u) mit den andern zusammenfallen, 
was für allgemeine » jedenfalls nur dann geschehen 
kann, wenn es eine Identität ausdrückt. Dass dies 
aber nicht der Fall ist, erkennen wir für n — 4. 
Die Gleichung, welcher v» im Falle der Funktionen- 
klasse K(u) genügt, lautet dann: 
R a b’-c?=p 
9°. v(w—4)(v”—16)+168g.0+40g(v—16) — 0 a 
Soll diese Gleichung drei gleiche Wurzeln besitzen, 
so muss sein: 
pw —4)(w—16) . v+168q .v+40g(w—16) —= p(v—a)?. 
Oder: 


220) —,0407 p® — 3g 
3p?.a® — 649° 208g oder: un 
392.« —= 20»? en 
’ r a 25 


was nicht möglich ist. 

Da also für n = 4 die drei Funktionen X, (u), 
K,(u), Kz(u) nicht zusammenfallen können, so ist 
dies auch für allgemeine » nicht der Fall; vielmehr 

2* 
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könnte es nur dann eintreten, wenn » einer bestimmten 
Gleichung gemäss gewählt wird, und wenn diese 
Gleichung, welche eben das Zusammenfallen dreier 
Funktionen E(u) ausdrückt, ganzzahlige Lösungen 
besitzt, was aber immerhin nur für eine endliche An- 
zahl diskreter Werte von n sich ergeben kann. 

Es werde jetzt vorausgesetzt, dass die algebraische 


Gleichung: 
ie 


für 4 —= 0 die beiden . Wurzeln 
v;, und v, besitze: 

= wtu.yA 

vo, = w—ur.yA | 
Die Lameschen Funktionen E(u) können wir als 
Funktionen der Variabeln u und des Parameters » 
ansehen; dann haben E,(u) und E,(u) die Form: 


h R N  JdR 
fe a w)+w.yA | el +... 


== 
— TdEQ 
Exu) = Elu,w) = Eu, w)—w, VA Fl: 
vzzab, 
Oder: Eu) = Ew)+Y4.E(u) 
Ex(u) = &W)—YA.Elu), 
wobei für 4 = 0: 
E(u) = Eu) 
_ dE,(u) N 
Sl) = Se wird. 


In der That fallen für + = 0 die beiden 
Funktionen E,(u) und £;,(u) und die ihnen ent- 
sprechenden linearen Differentialgleichungen zusammen, 
so dass deren nicht mehr ın der Anzahl: 2n-+1 
existieren. Dagegen bleibt der Satz, dass die allge- 
meinste, ganze Funktion von u, », V ur—b, 0 | 
welche di partielle Differentialgleichung 1) De 
2n+1 willkürliche Konstanten enthält, auch jetzt 
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noch bestehen, es muss sich also eine von den übrigen 
2n Funktionen E(u).. E(v) linear unabhängige Funktion 
E;(u, v) finden lassen, welche der En a 
1) genügt und als Ersatz für: Z,(u). E,(v) auftritt. 
Nur wird dieselbe nicht mehr das Produkt aus einer 
Funktion von u in dieselbe Funktion von v sein, sondern 
vielmehr eine Funktion von u und v zugleich, die 
sich leicht bilden lässt. 
Bw). B,6) = 
E(u).&,0+y7.(E,)-E, )+E,W).E,0)+4.&u).&:0), 


Exta): u) = 
E&(u).E,w) YA. @ (u).&;,(v)r&;(u).E, ()+4 .&,(u).&;(») 
Da dies partikuläre Integrale von 1) sind, so ist es 
auch jede lineare Verbindung derselben, und speciell 
eine, bei der die für #/ = 0 übrig bleibenden Terme 
beseitigt sind, nämlich ihre Differenz: 
Eu). EB). 330) = 
— 2.74.(&.&)+&,).E,9). 
Lassen wir den konstanten Faktor: 2./ 4 fort, so ist: 
2) Exlu,») = &lu).E,P)+&(u).E,) 

ein Integral von 1), und zwar ein von den vor- 
handenen 2» linear unabhängiges. Dieses Integral 
behält aber auch für 4 — 0 seinen Sinn bei, und 
zwar einen von #,(u). E,(v) verschiedenen, so dass 
wir in der That wieder 2n-+1 Integrale besitzen. Das 
neue Integral ist für #4 — O0 nichts anderes als die 
Ableitung des alten Integrals nach dem Parameter v, 


denn: 

dEiu) dl! (u).E, 
Ex(um)= Bu) — —+E,)- a EU). u: = 
Die ee a partiellen ee 
1) ergeben sich also auf demselben Wege wie die 
Ersatzintegrale einer linearen, homogenen Differential-. 


gleichung. 


d 2 
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Wie nun E,(u) und E,(u) linearen Differential- 
gleichungen 2'* Ordnung genügten, so können wir 
auch Differentialgleichungen aufstellen, denen die 
Funktionen: &,(u) und &,(u) genügen, und zwar auch, 
solange 4-F0 ist. Denn für 4 —= 0 ist ja: 

| dE,(u) - 

Ei = El) und: &u — I 
In den beiden Lameschen Differentialgleichungen, 
denen Eu) und F,(u) genügen, hat die Constante v 
die entsprechenden Werte: 


vawmwrm VAR So we 


Die beiden Differentialgleichungen werden demnach 
lauten: 


d A’E, (u) +yd. 


Ser 


Al) Inin-+1).0—(0°+0).(+1.2] 


(&W)+Y4.&W) = 0, 
d’E, (u) ae 7 A 


de? 


..: [r@+2). u?-—(b?+-c?).(w —w, va] 


te (u) — Y3:.&)) = 0. 
Durch Addition und Subtraktion ergiebt sich: 
d’&, 
- nn (n+1).u’—(b?+03). ©, |. Ele) = 
— (b’+0).w.41.&,(u), 


eu [r+1). .u’— (b’+c?). |. EN 
— (b’+c).w,.E (u). 

Solange also 4 -F 0 ist, sind dies lineare, nicht 
homogene Differentialgleichungen. Ist 4 = 0, so genügt 
E, (u), wie selbstverständlich, der Lameschen Differential- 
gleichung, &, (u) dagegen einer Difierentialgleichung, 
die sich durch Differentiation der anderen nach v ergiebt. 
Diese Differentialgleichung 4) hat aber gegenüber der 


‚@ = a) 
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Form: a! den Vorteil, dass sie für 4 = 0 die 


Funktion &,(u) vollständig definiert, während jene 
Form nur vor dem Grenzübergang angewendet werden 
kann. Will man den Grenzübergang vermeiden, so 
berechnet man &,(u) aus der Differentialgleichung 4). 

Wir können hier noch kurz auf die Lameschen 
Funktionen 2t Art F{u) eingehen, da sie bei den 
späteren Entwickelungen benutzt werden. Jedelineare, 
homogene Differentialgleichung 2!* Ordnung, welcher 
eine Lamesche Funktion erster Art E(u) genügt, be- 
sitzt als 2° partikuläres Integral eine nach abneh- 
menden Potenzen von u fortschreitende Reihe, welche 
mit der: (—n—1)!® Potenz beginnt und Lamesche 
Funktion zweiter Art heisst. Fallen nun zwei Funk- 
tionen FE(u) und E(v) für ein bestimmtes Wertsystem 
b, e zusammen, so auch die entsprechenden Funktionen 
F,(u) und F,(u). Wir können also auch hier setzen: 


Fl) = Fw)+V4: I) 
Fu) = Hl) — YA. (u) 
Dabei genügen: (u) und %,(u) den Differential- 
gleichungen: 
d? 
3a) OEL fm{mt) .u?— (b?+c?).w, ]. Sı(u) = 
— (+0) w .41.%(), 
4a) EL) | mat)... Fre) FE 
— (b’+c’)w .Yılu)- 


und es ist für 4 = 0: 


IF (u 
= =, 


Betrachten wir nun einen speciellen Fall, etwan=2. 
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Vp®—3g9—p ee 
K,(u) = u+ I ne +5 Vp—3g | 


— Vp?—39-— 1 Se 
Ku) = + — = 3 — 5 Vp’—3 
Beide Funktionen fallen zusammen für: 


A = 983g —= bb. — 0 
In der That erkennen wir, dass für reelle Werte 


von 5b und c 4 nicht verschwinden kann. Hier 
wird nun: 


Eu) — DR, E&(u) = . 


Und es wird das neue Integral von 1) die Form 
haben: 


Kl) Eu ro a Da EZ u u 42. 


Die neu gebildete Funktion F,(u, v), welche für 
ein allgemeines Wertepaar b, ce eine lineare Verbin- 
dung von: E,(u).Zı(v) und Es(u). Fe(v) war, ersetzt 
nun das 2° Integral vollständig; dabei hat aber das 
neue System von 2n+1 Funktionen: E(u). F,() den 
Vorteil, für / —= 0 nicht seine Bedeutung als ein 
System von Fundamentalintegralen zu verlieren. Es 
werden also auch alle Sätze, welche für die früheren 
2n-+1 Funktionen galten, bestehen bleiben und nur 
einige Modifikationen erleiden. 

Zunächst wird von den 2n+1 Produkten: 
E(u). E(v) nachgewiesen, dass sie von einander linear 
unabhängig sind, d. h. keine identische Gleichung: 


s=2n 
> 4, Eu) 20) =D 
) 


besteht, ohne dass sämtliche g, verschwinden, dass 
also in der That die allgemeinste ganze Funktion 


A) 


5. 


von 1,v...., welche der Gleichung 1) genügt, die 
Form hat: 
an 
Dre >37 . Es(u) . Es) 
Sl 

Dieser Satz gilt ohne weiteres auch für das 
neue Funktionensystem. 

Ferner ergiebt sich sofort, dass die Kugelfunk- 
tionen C(Y,W) und S(ö,v), in elliptische Koordinaten 
transformiert, sich linear durch die Lameschen Pro- 
dukte darstellen lassen und umgekehrt (cf. Heine, $. 376), 
woraus dann für v —= b oder v —= e sich die Ent- 
wicklungen von .Z(u) nach den Zugeordneten der 


Kugelfunktionen ?%(2) ergeben (cf. Heine, Teil 2, 
Kapitel 4): 
s=c+l 
G [4 »#]:— > Eu). Ko) (mern 90-2) 
1 


ee 


S—N—OC 


lu] = > 9,.LW.L.o) d=13,...,2n-20+1) 
DE L 
rg 
Sr] — > 9..M (u). M.6) (@=1,3,...,20n—20+1) 
! 
Sl») => g"NW.No)  @=846...,20) 
Se 


Diese Entwicklungen, zunächst nur für reelle 
Werte von 5b und ce abgeleitet, müssen als identische 
auch für komplexe Werte der Parameter und somit 
auch für 4 = 0 giltig bleiben; sie werden uns also, 
falls die Einführung der Funktion Z,(u, v) eine natur- 
gemässe ist, direkt dazu führen, wenn wir 4 = 0 
setzen. Wir betrachten zu dem Zweck die Entwick- 
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lung von: 0, [«,»] und nehmen an, dass die Funk- 
tionen K, (u) und R, (u) für 4 = 0 koincidieren. 
Dann sei: 


s=c+1 
1] = a. Ki). Kıb)+a, -Kyla). K)+2a, K(u) „R,0). 


Setzen wir für: K,(w).XK,b) und 1.6) ihre 
Werte ein: 


Ku). Kr) = E(u). E,) 
+YF(& WW. &0)+ Eu). &0))+4.&w)&0), 
Ku). KıP) = Eu). Ei) 
VIEW. &0) +E,W. Be &u)&0); 
so wird: 
ı.Kılu). Kıp)+a2. Kılu). Kr) = 
_ a (EW.E,0)+4.&(u). =) 
(a —a). YA. FR &6)+&(u). &6)) = 
— (a,+os). Kl) . K,(w)—20s . VA. ai v). 


Damit ist die neue Funktion (auch für / # 0) 
eingeführt, aber diese Entwicklungen geben uns 
zugleich einen Aufschluss über die Form der Koef- 
ficienten a,, a und die Art, wie sich in den Ent- 
wicklungen der Fall zusammenfallender Funktionen 
kennzeichnet. Damit nämlich keiner der beiden 
Koefficienten für #f — 0 verschwinde [was nicht 
angeht, da dann nur o Produkte: Ku). AK) in die 
Entwicklung eingehen würden, und somit zwischen 
den O[u,»] eine lineare Identität bestehen müsste], 
müssen a, und as, die sich offenbar auch nur durch 
das Vorzeichen von Jf/ von einander unterscheiden, 
die Form haben: 


Bu 


Hierin sind « und $ wieder algebraische Funk- 
tionen von b und c, die in eine nach ganzen Potenzen 
von 4 fortschreitende Reihe entwickelbar sind, deren 
Koefficienten nur von 5b oder nur von c abhängen. 
Und so wird: 


Pß \ P ; 
(+ 2) Kl) 04 («— 7) Ri Ko) = 
2a. Ku). K,o)+2(8—a.YVF). Kıla v); 


d. h. für #/—= 0 werden diese Entwicklungen unbe- 
stimmt; sie nehmen die Form: ®— w an und führen 
uns, indem wir ihren wahren Wert durch bekannte 
Differentiationsprozesse ableiten, zu der neuen Funk- 
tion E,(u,v). Dieses ist der allgemeine Typus der 
Änderungen, welche durch das Zusammenfallen zweier 
Funktionen E(u) herbeigeführt werden. 

Übrigens könnte diese Darstellung der Lame- 
schen Produkte: E(u).E(v) als linearer Verbindungen 
der Kugelfunktionen ((9, w) und S($, w) gewisser- 
massen als Definition der Lameschen Funktionen 
benutzt werden. 


.& 5. Entwicklungen nach den Produkten Lamescher 
Funktionen. 


Wir gelangen nun zur Entwicklung einer be- 
liebigen Funktion von u und » nach Lameschen 
Produkten: E(u). Ev) (cf. Heine, 898, S.377—381). 
Es geschieht diese Entwicklung nach Lameschen 
Produkten für verschiedene n, so dass jetzt der Wert 
von n als Index hinzugefügt wird. Man setzt dazu 
eine solche Entwicklung mit unbestimmten Koeffh- 
cienten an: 

f Eu R.W ) 
Fu) =D 9.8, ().E, 0) ; 


nV (s) 


28 


m) 
Integrale; allgemein wird nämlich die folgende Relation 


nachgewiesen: 


Die Koefficienten 9") bestimmen sich durch bestimmte 


Du 6 


(n) (m) (m) (m) | 
5) | de; u®—»°).E, (u). E, W),.E W.B ed 
0 0 | 


ausser wenn gleichzeitig: s = tund m= n ist; 
dabei sind » und w‘ die ganzen, elliptischen Integrale: 
b 


du dv 
af Var—b)e-u)’ ° =/ v6) (er) 


b 0 
Multipliziert man nun die Entwicklung mit: 
(u’—v?).. EN (u) E"@) .de.d£ 
und integriert über e von 0—w, über CT von 0—w‘, 
so fallen rechts alle Koefficienten bis auf hinaus, 


und man erhält für dieses: 
ww’ 0) 


6) g”faz. [9 . LE, (WE, o)]?.de = 
0 0 


o 10) 
— | d£ | (v— v2). Flu,»). E (u) E" „de — g a 
0 0 

Diese Entwicklung bleibt nun für complexe 
Werte von b und c völlig bestehen. Die Relation 5) 
gilt ihrer Ableitung gemäss auch jetzt; nur ist der 
Integrationsweg, der ja nun ein komplexer wird, wenn 
er einmal gewählt ist, für alle ferneren Integrationen 
in derselben Art beizubehalten. — 

Es tritt also nur dann eine Modifikation der 
Entwicklung ein, wenn zwei Funktionen HK(u) zu- 
sammenfallen. Betrachten wir nun die von diesen 
beiden Funktionen E,(u) und E,(u) herrührenden 
Terme der Entwicklung: 


A= 9 .Elu). BE W)+9 . Eu). Bo), 
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so folgt, wie oben, dass 9, und ga die Form haben 
müssen: 


Und es wird: 
A = 2a.E(u).E() +2(b—a.yA). Exlur) . 


Es folgt dies auch leicht aus der Darstellung 
durch zus Integrale: 


a) f' er: IK (u Bl Eu). E,).Fluv).de — 

— g.. f dL. fi (v—).[E,(u).E,o)R.de, 
b) 0 = f« PR Ju (2). P(u). 2,0). E,(w.E,().de, 
c) „ fr [ (9. B,().E,0).Fu,).de = 


0‘ 270) 
an; Fi dd f (u?—v?).[E,(u).E,(v)]?.de . 
Hierin ist: ' 
E,x(u).E() = Eu). EM) — 2.74. Ex(up) . 
Also geht b) über in: 


d) IR d£ = (w—»?).[E,(u).E,()]?. de = 
ö ö 


w' 10) 
A AH .f dl F (— v2). E, (u). E,(v). E,(u,r). de 
Ö ö 


Dann lautet a): 


o (0) 
Fe d£ 3; (v—»?). E,(u). E,().Fuv).de = 
ö Ö 


— 20 el HN d£ Ef (w—v?).E, (u). Ev). Exlu,v) .de 
ö Ö 


D. h. g, wird, wenn 4 verschwindet, unendlich gross, 
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da die Integrale auf beiden Seiten endlich bleiben, 
und zwar von der Ordnung: z - Daher können wir 


setzen: 
= A — aa = A B 
WE: VE ) Br VE . 
Sonach wird für 4 = 0: 
A>= I,» E,(u) £ Fs(v)+g2 h Es(u) % Es(») =» 
— 2aE(u). E,(v) +25. Faluyr). 
Um noch die Koefficienten a und 5b durch be- 
stimmte Integrale auszudrücken, setzen wir nach a) 


und d): 
fa (>) .Mu,9). Zu). Lo). 4 
ö 0. 


f az. [ («>») . Fu, »). Exlu,v)de = B 
| 


Y 10) 


/®& .[(e—r9.[E,(w). Ei@)]?. de — YAale+Pß.y4) 
O 0 
[a.fw-9.1EW.E,0)]de = -YA@-B.Y2)- 
Ö 0 

Dann wird: | 
Me 
4 . Ydle+P.YA) 

Ferner folgt durch Subtraktion von a) und e): 
2VyAB = 9y4 (a+B.YA)—gyA (a—PYZ) = 

— 2,1.4lac-Fb}) 


I = 4+ 


Hieraus bestimmen sich a und 5b für 1 = 0 in der 
folgenden Weise: 
| 1% a 


Dabei ist: 


al 


wo f2) 
a = 2./dt.|(u—r°). Ex(u, v). E,(u) . Eı(v) de 
0 0 
wo [#2] 


B—=2.fa (w—2) [Za(u, v)]?. de 
0 0 
Also lautet für 4 = OÖ die Entwicklung: 


a&.B—B.A A, 
De ee). E,o)+2. Fk Es(u, v) 
IS, ds EU)SEO): 
(m) (8) 
Dadurch sind nun auch die neuen Entwicklungs- 
koeffizienten bestimmt. 


& 


Wir erkennen so, dass die Entwicklungen einer 
beliebigen Funktion nach Lameschen Funktionen 
zweier Variabeln in unserem Specialfalle (( = 0) 
einige Modifikationen erleiden; am bequemsten ist 
es, sie aus der ursprünglichen Entwicklung für 4 =E0 
abzuleiten und dann erst 4 — 0 zu setzen. 

Im speciellen wird von Heine (cf. S. 431—433) 
die Kugelfunktion P“(cosy) nach Lameschen Funk- 
tionen entwickelt: 

TEN 


P® cos y) = > 9, Eslu) . Es) . Eu). Esbı) ; 
s=0 


wenn: C08SY — C08I.C08SI9, +sin$. sind, . cos(b—ı,) 


ist und «,, », in derselben Weise mit 9,, v), zusammen- 
hängen wie u,» mit $, w. Die Koefficienten g, be- 
stimmen sich durch: 

[#2] 


= 2 a f de d (2). [Eulu) . Exv)]E. de. 


Im Falle dass 4 — 0 ist, ergiebt sich nun: 


En, b= 2 Es ist aber: 


7c 
A Taen: Bra); Aloe 
N E,v)+% . Exlu) . e = 
7U 
mx Ba; u? E, (u). Et, a Exlu, v). 
ca und % haben hierin ihre frühere Bedeutung, ‚wie 
oben, die anderen Terme der Entwicklung bleiben 
durch die Specialisierung unberührt. 


S 6. Entwicklung nach Lameschen Funktionen 
einer Variabeln. 

Auf diese Entwicklungen einer beliebigen Funk- 
tion zweier Variabeln u,» nach den Produkten Lame- 
scher Funktionen von u, » gründet nun Herr Prof. 
Lindemann!) die Entwicklung einer beliebigen 
Funktion einer komplexen Variabeln x nach einfachen 
Lameschen Funktionen von x. Wir müssen hierauf 
noch besonders eingehen, da wir bisher nur für die 
Produkte der Lameschen Funktionen: Eu). EP), 
falls mehrere von ihnen zusammenfielen, die ersetzen- 
den Funktionen K(u, v) eingeführt haben, während 
die Anzahl der einfachen Lameschen Funktionen nicht 
ergänzt wurde. 

Zu dieser Entwicklung dient die von Heine 
(cf. Bd. H, S. 171) gegebene Entwicklung des reci- 
proken Abstands R zweier Raumpunkte mit den Polar- 
koordinaten: 0,9, w und o,n, nach Lameschen Funk- 
tionen, welche sich folgendermassen ergiebt: 


Es sei: o<T.o: dann entwickelt man nach 


R 
Kugelfunktionen von 9 und vw: 
De) 


.n 2°, 


fee 0) 


1) Math. Annalen, Bd. 19, S. 323. 
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wobei Z sich nun nach Lameschen Funktionen von 
u und v in der Form: 


Son 
ZI  (elaale (o) 
SU 


entwickeln lässt; hierin sind die Koefficienten p" 


Ber ? 1 
nur von 0, 0,19, w abhängig; nun genügt: —- der 


iR, 
1 1 1 
(5) (5) (>) 
x e: oy” EEE 


wenn man sie in die Koordinaten u, v, oe transformiert, 
wodurch sie die Form annimmt: 


Gleichung: 


oO ! 2 1 9 1 
; R\ NE 
Han) = 0 
oder 
len a 
re + [r(r +1). u?— (d’+c?).v] R| 
1 
ad 2 le ‚| | 
He). zer Int | 
1 
jez ‚| 
Hu?) \® — [r(n+1) .g°—(b?+c%).v] ee 0 
Nun sind die beiden ersten Klammern: —= 0; 


also bestimmen sich die pP” aus: 


2p (0) SR 
> —[rR+1) +0) 2]. wol.) (w . Be) = 0 
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In = am. ENOHIr. EN IN or 


da füroe = w auch k = oo wird. Alsıı 


= I 30. ERW. 26). EG) 


Sr 


oder: 


7) . — za h>. Eu). E/”6). Eu). Ein). B, (oa, 
wobei nun die numerischen Konstanten Br durch 
Specialisierung sich bestimmen. 

Dies ist die Entwicklung für reelle Werte von 
b und c, welche auch nur für reelle Werte der Va- 
riabeln abgeleitet ist. Sie gilt aber auch für kom- 
plexe Werte von u, v, 0, ... und schliesslich auch 
für komplexe Werte von b und e. Nur wenn das 
Wertsystem b,e so gewählt ist, dass zwei Funktionen 
Eu) zusammenfallen, wird sie eine kleine Änderung 
erleiden. Die beiden in Betracht kommenden Terme 
mögen lauten: 


A = h.E,l(u). E(). El). EM). File): Ale)+ 
+3 . Es(u) . Ev) . Elm). Evi) - Fr(o). B,(o). 
Setzen wir nun wie oben: 


et BN. we ß 
u sle+ 2); Kr 5(e-,) 
F,(e) = Hld+F:(e) :y4, E,(o) = &()+E,(0).y A 
Re) = 3d-o-yF’ 3) = E)-5,(0).yZ 
so wird für, 2% -2:0% | er | 
A =... Kıla): 9 Blu 67 (0). E&()+E,(0).%: (o)y 
+]e . Exlu). EP). El): Er) HP. CAM) EP). El m)+ 
E,(4). E09). Exu»))| &,(0). 8.00) 


In die Entwicklung von A gehen also ausser 
den Funktionen &, %, welche ja für /7=0 mit 
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E,, F\ zusammenfallen, noch E&,, %, ein: sie vertreten 
gewissermassen die ausfallenden Lameschen Funk- 
tionen E, und F, und genügen, wie wir oben zeigten, 
den Differentialgleichungen: 


dE, (1) 


Eu) = Eu - 


oder: 
N nm +1). —(b>+0).0].E,lu) = (b>++rs.C,lı) 


d? 5 (w) 


+[r(n-H1).u°—(b’+c?).w,].Belu) = (b’+M)wr.Fılu) , 


wenn &,(u) und Si (u) die beiden partikulären Inte- 
grale von: 
zZ ar 


+[r(n +1). W—(b’+c”).v]y — 0 sind. 
Sonach En 
n=z&s=-2n-+1 


=AH ID MEN EN) EN) EEG.) 
ee 


Um nun die Entwicklung einer Funktion von 
% nach Lameschen Funktionen einer Variabeln abzu- 
leiten, benutzt man den Cauchyschen Satz: 


fo) = gu [a 


Ar —- KK 


Dabei ist das Integral über die Begrenzung eines 
ebenen Flächenstückes, innerhalb dessen f(x) eine 
holomorphe Funktion ist, in positiver Richtung zu 
erstrecken. Kennt man nun die Entwicklung von 


nach Lameschen Funktionen von x, so ist damit 
2 Sorge 


die Entwicklung von f(z) gegeben. Jene ergiebt sich 


1 
nun aus der für — wennman u=w=gv=n,—=b 


I 
setzt, sowie: og — 2,0 —= 2. Dann wird: 


BE 
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NZDSs—2N 

> mn. KR) RR,). 

NZ=() 
Die ed der drei Klassen Z, M, N fallen 
ganz fort. Während zunächst nur die Entwicklung 
für reelle Werte von x und x, abgeleitet ist, bleibt 
sie doch für komplexe Werte von x und %,, sowie 
von b und c, so lange bestehen, als sie konvergiert, 
und als nicht zwei Funktionen K(u) zusammenfallen. 
Durch ein solches Zusammenfallen wird das Resultat 
wieder in der folgenden Weise modifiziert. Der erste. 
Term von 4: 


ß.E(u). E P). Elwm)-E(N)- ty (0).E2(0) + 32(e)- E,(0)} 
geht über in: 
B-[K, (2). X, OR @): (2) +&(@). A); 
der zweite Term: 
[« E, (u). E,). Bil). Em) tP- {E, (u).E(v). Exfu , v,) 
+E(u).E, (,) ‚Eslu, »)y] .E, (0). F(e) 


For 
|e-[%:0. Ko]’+28. Kb). K,(d. Bs(b,0) |. K,@).F,@). 
An die Stelle des zweiten Produkts: K,(@). (2) 
tritt also der Ausdruck: 
KR). A)+E,@). Fi), 
der wieder die Ableitung des alten nach dem Parameter 
v ist. Sonach: 


WEDSEZN 


e SI, BT K® (oJ) Hah FG) 


RN) SO 
4 Bi .K,(0) . K,(0+28- K,6, 0)R,().K,().K,@). Fi) 


+3.[&0.K(9]’- (Ro). 3@)+&@) FC). 


1 un 


A 
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Hiebei ist noch zu erwähnen, dass diese Ent- 
wicklungen von Herrn Prof. Lindemann nur für 
reelle Werte von b und e abgeleitet sind, und be- 
sonders die Konvergenzbetrachtungen auf diesen Fall 
beschränkt sind; diese letzteren aber werden durch 
Annahme komplexer Werte db, c in der Art modifiziert, 
dass die Konvergenzgebiete der Entwicklungen Ände- 
rungen erleiden. Dieselben ergeben sich durch ein 
Studium der Abbildung: 

EDEN Vu —b? — Yu ?—(c? 
für komplexe Wertepaare b, c, auf die hier nicht 
näher einzugehen ist. 


Die Ausfüllung der besprochenen Lücke ge- 
schieht also in folgender Weise: An Stelle der 
für 17 = 0 ausfallenden Funktion — sowohl 
einer Variabeln, E(u), als auch zweier Va- 
riabeln, Z(u). Zw) — tritt die nach der Kon- 
stanten v genommene Ableitung, und zwar 
genügt die neue Funktion zweier Variabeln 
derselben partiellen Differentialgleichung 1); 
dagegen wird die neue Lamesche Funktion 
von u allein, da ihre Differentialgleichung 
auch von v abhängt, nicht mehr der Lame- 
schen Differentialgleichung, sondern der nach 
v differenzierten genügen. 


—— 


Il. Die Lameschen Funktionen höherer Ordnung.!) 
$S 1. Untersuchungen über das Zusammenfallen 
mehrerer Lamescher Funktionen. 

Es handelt sich hier um ähnliche Betrachtungen 
über Lamesche Funktionen höherer Ordnung, wie wir 


1) Heine: Bd, I, Teil-3, 
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sie oben für gewöhnliche Lamesche Funktionen aus- 
geführt haben. — Betrachten wir die lineare 15 
rentialgleichung 2!” Ordnung: 


| d? ; 
A) u) + sw +9) .y = 0 / 


p - 
wobei: wa) = Il (c—a,) eine ganze, rationale 


Funktion p+- 1! Grades, (x) von höchstens p— 1!” 
Grade ist, so lassen sich die Koefficienten von (x) 
bei gegebenem ıhy(z) stets so bestimmen, dass die 
Differentialgleichung N ganze Funktionen n!® Grades 


von Yx—a, zu Integralen besitzt, und zwar ist: 

ne kuss r a (n+p—2)! 2n+p—1 

TS n—1l / n!p—2)!" p—1 
Diese Funktionen nennt man Lamesche Funk- 

tionen p!” Ordnung und n!® Grades; sie können stets 

auf die Form gebracht werden: | 


yaym Mn) 
wo ı, irgend ein Faktor von ıı(x) und V, eine ganze 
rationale Funktion von & ist. — Setzt man: 


d : 
De ‚so nimmt A) die 


Wu 
ur). Ye 0. 


Form an: 
r ? 


Es ergiebt sich dann, dass, wenn wir diese 
Funktionen mit E(p,x) bezeichnen, das Produkt: 
pP = &hn,1) Sele Ep, Ay). 
der Differentialgleichung: 


v=p | BR 
li or $ 
2 Fa) an N | genügt, wobei: 


PD dA | N 
Hal =. HAAN) m F. Ä bezeichnet; 
ne 
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oder der partiellen Differentialgleichung : 


o®P SB Gr 
B) BET age Hrge ne 158 ZECHE 


wenn man die p+1l geradlinigen Koordinaten £, in 
ebensoviele elliptische A, transformiert. Für p = 2 
ergiebt sich der frühere Fall. 

Ferner ergiebt sich, dass die allgemeinste, ganze 
homogene Funktion n!® Grades, welche dieser par- 
tiellen Differentialgleichung B) genügt, N willkürliche 
Konstanten enthält, so dass sie durch N partikuläre 
Integrale linear und homogen darstellbar ist. D. h. 
jedes solche Integral hat die Form: 

ev ST, 
Br Na.&lp A) ph), Elm). 
s—=] 

Der früher betrachteten partiellen Differential- 
sleichung: 

ö°f 


l) > + EI + nn +1) —N).f = 0, 


welcher W Produkt: E, (u). E,(v) enehg entspricht 
hier die Differentialeleichung: 


gü)= U ’ (k—A,); 


welcher das Produkt: 

DEREN ANREDE E(p, 4,) genügt. 

Aus diesen Beziehungen ergeben sich wieder 
leicht Entwicklungen der Kugelfunktionen höherer 
Ordnung nach Lameschen Produkten 9, wie oben 
Zur DOW 23 

Indem man nun näher auf die so definierten 
Lameschen Funktionen: 
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E(p,2) = Vo... 
eingeht, rechnet man alle Funktionen E(p, ) in eine 
Klasse, für welche der Faktor: Vo. derselbe ist, und 


erhält so, wie man sich durch eine einfache Rech- 


nung überzeugt; 


1+4)+@)+...... +(b) 
Klassen Lamescher Funktionen; in der That liefert 
diese Formel für p — 2, unabhängig von n>1, 4 Klassen 
Lamescher Funktionen. Wir erkennen ferner, dass 
es für ein gerades n — 20 stets eine Klasse giebt, 
welche aus (o+p —1) ganzen, rationalen Funktionen 


o!® Grades in x besteht; für ein ungerades » giebt 
es keine solche Klasse, da dann mindestens eine 
Quadratwurzel aus einem Linearfaktor von (a) multi- 
plikativ hinzutreten muss. 

Die Bildung der Lameschen Funktionen E&(p,x) 
geschieht analog, wie für p = 2; die verschiedenen 
Funktionen einer Klasse sind charakterisiert durch 
eine Konstante, welche einer algebraischen Gleichung 
genügt (cf. Heine, S. 470). Es wird sich auch hier 
darum handeln, die Verschiedenheit der Wurzeln 
dieser Gleichung und somit der Lameschen Funktionen 
im allgemeinen Falle, d. h. wenn die Koefficienten 
oder Wurzeln von (x) unbestimmt sind, nachzuweisen, 
da sonst ihre Anzahl N erniedrigt würde. Heine 
beweist nun nur, dass für allgemeine Funktionen 
ı(x) die Funktionen E(p,x) verschieden sind, da dies 
in einem speciellen Falle geschieht. Für p — 2 da- 
gegen war: 

vie) = vl@—b) (a—e‘) 
und man bewies nun für reelle Werte von 5 und e 
allgemein, dass die Funktionen Eu) sämtlich von 
einander verschieden sind und auch für keine reellen 
Wertsysteme b,c zusammenfallen können. Derselbe 
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Satz für allgemeine p ist nun implicite in den Re- 
sultaten von Klein!) enthalten. Er weist nämlich 
nach, dass jede Funktion E(p,x) durch die Verteilung 
ihrer Nullpunkte über die Intervalle: 


ER NER BEER nv. RN VER LE AR 

wobei die a die positiven, reellen Wurzeln von ı (x) 
in steigender Grössenordnung bezeichnen, vollständig 
bestimmt ist, so dass jeder gegebenen Verteilung 
dieser Nullstellen nur eine Funktion E(p, x) entspricht. 
Daraus folgt nun, dass, da die Nullpunkte von E(p, «) 
nie auf einen der Punkte a, fallen können, nie zwei 
Funktionen E(p,») zusammenfallen können, solange 
ı(x) nur reelle, positive Wurzeln besitzt. 

In jene algebraische Gleichung, von der die 
Funktionen E(p,.) einer Klasse abhängen, gehen aber 
die Nullpunkte von (a) ein, und es ist klar, dass 
dieselben so gewählt werden können, dass mehrere 
Wurzeln der Gleichung, also mehrere Funktionen 
E(p,«) zusammenfallen. Dadurch wird dann die An- 
zahl der verschiedenen Funktionen und die Anzahl 
der linearen Differentialgleichungen, denen solche 
Funktionen genügen, vermindert. Da es aber auf 
die Anzahl N an sich gar nicht, sondern nur insofern 
ankommt, als sie mit der Anzahl der willkürlichen 
Konstanten des allgemeinsten, ganzen Integrals von 
B) und ©) übereinstimmt, und man dieses Integral aus 
den Produkten der Lameschen Funktionen linear zu- 
sammensetzt, so wird man versuchen müssen, a nicht 


die Anzahl der Produkte: 

BEE D, 1) er E(p,},); 
welche der Differentialgleichung C) genügen, durch 
irgend welche neuen Funktionen 4, A, ... A, wieder 
auf die frühere Zahl erhöht werden kann, und wir 


1) Math. Annalen Bd, 18, S. 224. 
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werden auch hier die Möglichkeit leicht einsehen, 
wenn wir Funktionen von A 4,... 4, zulassen, welche 
nicht mehr die angegebene Produktform haben. 

Es handelt sich hier also um eine Reihe von 
Funktionen von x:€, (x), deren Koefficienten von den 
Wurzeln s einer algebraischen Gleichung: f(s) = 0 
abhängen, derart, dass den verschiedenen Wurzeln 
der Gleichung die verschiedenen Funktionen ent- 
sprechen. Setzen wir demnach: 


(Be 


und betraehten nun ‘nur die für « e EL 27. 2% 
zusammenfallenden Funktionen, entsprechend den 
Wurzeln: 
Son Oi We 12 
so wird: 
s=ZC s—6 


y, genügt nun der Differentialgleichung: 
w. ytrbz". y’+9, u ) 
und es ist auch: 
en a dx2;s)] , di? EB 
3 = 0] ds I+ 2 a 


Ss 6 


Wir wollen nun die Bezeichnungen einführen: 


I i i 
en = Ce, s) = E 
Er dx. das) _ 
d' E(z,s) Bun (& s) I, ra F(z, 
ee er Sr 
Also mit Benutzung unserer algebraischen Be- 
trachtungen: | 
2m 
4 = BE) + 4.00) er. (X; a a! 
| Fe (=1,2 
398,0) +EN. A 3le:0)+ 2 St; I(250)+..... 
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Die Verschiedenheit der einzelnen Lameschen 
Funktionen beruht nur ın der. Verschiedenheit der 
auch für e = 0 nicht verschwindenden A. Diese 
Ableitungen &, (2; o) nach dem Parameter s werden 
später bei den Entwicklungen nach Lameschen Funk- 
tionen einer Variabeln als die Ersatzfunktionen in der- 
selben Art wie für p — 2 auftreten. Sie genügen 
für e —=0 nicht der Lameschen Differentialgleichung, 
sondern den durch Differentiation nach dem Parameter s 
daraus entstehenden: 


1 Er ck 
G tz vr). EC TIHR). E = 0 


&'+5 we). EX). GH). = 0 


). +5 Wa). 4%). E42. He). 0 


— 44 1 —ı4 en , ar 
6, arg ı‘(a) E,+ I(z). Eu + (u) (4) BE RE 


+9,09). = I 

Diese u neuen Differentialgleichungen treten an 
die Stelle der alten, und wir können nun, nochdem 
wir den Grenzübergang einmal durchgeführt haben, 
ihn ganz beseitigen. Denn &, (x; s) sind durch dieses 
System von .rekurrierenden Differentialgleichungen 
vollkommen bestimmt; &, bestimmt sich durch die 
It Gleichung, und zwar müssen die Funktionen 9, («) 
so bestimmt werden, dass die &, ganze Funktionen 
vom nt! oder niedrigeren Grade sind. Damit ist die 
Differentiation nach dem Parameter s, die ja nur vor 
dem Grenzübergang ausführbar ist, beseitigt. 


Nunmehr ist die Ergänzung der Produkte 
Lamescher Funktionen: 


EN ie AG Tr) E(p, y leicht. 
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Es wird nämlich: 


G = EA EN... 


2 


ee m RE am, Ax nn 
— n(&@+ A El. ) x 


0 — ti .D, em Au. 


Und hier ist wieder: 


dm! 
a Fi w=0,4...,) 


ds!-1 
Ss 


Dot... Bean 


— 7 

Wie von vornherein vorauszusehen, treten auch 
hier die nach dem Parameter s genommenen Ablei- 
tungen als die Ersatzfunktionen auf, die im Falle: e—= 0 
die Rolle der Q, & ... Qu einnehmen. Denn bilden 
wir nun: 
Ku gan 
DB, .Q, = N +8".02. 30,4, 4 5795: 2, 4,4 
en 
und bestimmen die c, so, dass: 


Se, =0,.. 301 0,000, SAT, eu 
dagegen Se’A EM! 
so nimmt @ nach Beseitigung des Faktors: er die 
Form an: 

=. C++. Du. Ot....... 


d.h. für g0: 

a we, 
Und sonach ersetzen: Q,0D2...Qu die ursprünglichen 
Integrale 9, % ... Qu im Falle e = 0 vollständig, 
wodurch diese wieder in der Anzahl N vorhanden sind. 


S$S 2. Entwicklung nach Lameschen Funktionen 
höherer Ordnung. 
Es wird nun ebenso, wie früher für p=2, 
möglich sein, eine Funktion von p Variabeln: 


. 090000 eo 
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D(},ig.../p) nach Lameschen Produkten p!® Ordnung 
zu entwickeln: 


NZID SEE 
EN > a RE 1.) 
vn 4 ee | 


Diese Entwickelungen lassen sich, wenngleich 
es bei Heine nicht ausgeführt ist, in derselben Weise 
ausführen wie oben. Der Einfachheit halber machen 
wir die specielle Voraussetzung, dass (x) nur reelle 
Nullpunkte besitzt, da dann alle Integrationen in 
reellen Grenzen auszuführen sind. Die Entwicklungen 
werden dann, da sie identische sind, so lange bestehen 
bleiben, als sie konvergieren, also auch für komplexe 
Werte der Variabeln A,As...}, und der Konstanten 
Aya,...a, Geltung behalten, falls sie nur dafür kon- 
vergieren. Zunächst lässt sich nachweisen, dass: 


1 [2>) @y» (m) 


= SIEHE A)... A). A)... 


CA): | | Es, 


1 


(R=1,2,..n) 


ausser wenn gleichzeitig o = runddm=n ist. 
Hiebei ist: 
dA 
w Vo) @=1,2,...p) 
vl 

Denn aus: z u De). ER ErO folgt: 
E® dc” 1 m d? Er A m n\ n a(m)/ 
a Er _ re. 


a wenn wir A durch A ersetzen, mit d«, multipli- 
zieren und über «, von 0...w, integrieren: 


= SEA). EM.) IR)! an d=12..0. 
19] 


46 


Setzen wir jetzt: 


k — —1 
I. (2) = 2 6,5%) a ‚ so wird: 
ER k=0 ze 
k=p-1 
(> 3 Ei Cena (rem Ss 
K=NHR% 


= Le 
Diesem homogenen Gleichungssysteme können 


nur dann von Null verschiedene Grössen: vb. 2) 6 m) 
genügen, wenn seine Determinante verschwindet: 


): 
1 
Be 
| / EA). A). AT du, | = 0 
0 
(%k —=1,2,. ei) 
Das ist aber nach einigen Determinantenum- 
formungen nichts anderes als unsere obige Formel, 


welche also erfüllt ist, ausser wenn: 


„m rei D% “ : also: 0; ='T und m 


Setzt man also: 
NZESTEeN 
ae > De 
NO Test 
unbestimmt an, so bestimmen sich die Koefficienten 
Bi durch die Formel: 
© 02 Op 
se | [ er if [Era).. ERDE ae 1; du, .du,. cd 
00 0 a p) 


= f kesf D(hydar eh). E A)... 


E(A).| 3° |.dun du. ..dip . —. 
(,k=1,2..p) 
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Eine Anwendung hievon auf den speciellen Fall 
der Entwicklung des reciproken Abstands zweier 
Punkte im p + 1-dimensionalen Raume nach Lame- 
schen Funktionen p!® Ordnung ist auch hier leicht 
zu machen. Die elliptischen Koordinaten der’ Raum- 
punkte seien: 

O,Aydar.. An 5 Qu Ardigren cp 9 <o 

Man beachtet dann, dass: 


1 n n n B)7 
> we). 


(n, 5) 
der Differentialgleichung: 
el A N 
Keamabdı. Au 
02° eG Oaa? ar - ir O2 
diese lautet, wenn man sie in elliptische Koordinaten 
transformiert: 


— 0 genügt; 


1 
N) 1 
BR 0, wobei 

a ou, 
Baar. I oP—1 
Kur dr .o oo... 2 pe 
N re ER 0 =h 

4A, ne De, ERS, e (es 1 p) ist. 

I RE ha 
Au A .o.r00e Abın 


Die Differentialgleichung ist nun leicht in die 
.Form zu bringen: 


i=p (= A 
De EEE RB —ı0 , 
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% 
oder da die Summanden von @—=1,2,... p identisch 
verschwinden: 


1 
den Part (N) 


O2) N = 5 
rn og () po Ö 
(n, 5) mr: 
Dazu ist notwendig: 

se pP.” 
ou? | 

oder... Ei 2 a. EN 
wenn wir mit: 3 (eo) das 2te Integral dieser Lame- 
schen Differentialgleichung bezeichnen. So wird 


7IH).2 = 0, 


schiesslich, wie fürp = 2: 
RM EA). EAN)... ER). B ed) - E)- 


Hieraus würde nun auch leicht wieder eine Ent- 
wicklung von und somit unter Benutzung des 
Cauchyschen Satzes einer beliebigen analytischen 
Funktion von #2, nach Lameschen Funktionen der 
einen Variabeln x folgen; es würden hier nur die 
Konvergenzbetrachtungen verwickelter werden, als 


es bei den gewöhnlichen Lameschen Funktionen der 
Fall ist. 


Liegt nun eine solche Entwicklung nach Lame- 
schen Funktionen vor, so wird sie, wenn sie auch 
nur für reelle Werte von A, A, . Ay dp d .». Q, 
abgeleitet ist, dennoch auch Für komplexe Werte 
dieser Grössen bestehen bleiben, solange sie dafür 
konvergiert; sie wird also auch bestehen bleiben 
müssen, wenn mehrere, etwa u, Funktionen gr” (x) zu- 
sammenfallen. Es werden bei allen diesen Entwick- 
lungen, sowohl nach den Produkten der Lameschen 
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Funktionen, als auch nach den einfachen Funktionen 
einer Variabeln, die nach dem betreffenden Parameter s 
genommenen Ableitungen als ergänzende Funktionen 
für die zusammengefallenen auftreten, in derselben 
Weise wie für p = 2. Es werden nämlich, falls 
mehrere Funktionen zusammenfallen, die Entwick- 
lungen die unbestimmte Form » — w annehmen und 
durch bekannte Differentiationsprozesse zu den neuen 
Funktionen: &, (4) und D, (A, A, ... A,) führen. Da 
alle Betrachtungen analog wie für p = 2 verlaufen, 
wird es sich nicht verlohnen, genauer auf diese Modi- 
fikationen der allgemeinen Entwicklungen einzugehen. 


Pr 


Tas 


RER 


Thesen. 


1. Fouriers Ansicht, dass die wesentliche Auf- 
gabe der Mathematik in ihrer Anwendung auf die 
Erscheinungen in der Natur bestehe, ist eine Verken- 
nung des Wesens derselben. 

2. Die Fassung des Kraftbegriffs bei Kirchhoff 
wird der eigentlichen Bedeutung desselben nicht 
gerecht. 


—+. 
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r 
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